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ZUR REZIPROZITAT IN DER AKUSTISCHEN LEITUNGSTHEORIE
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Einleitung

Lineare und zeitinvariante elektrische Systeme zur Ubertragung von Lei-
stung werden in der Vierpoltheorie durch Ubertragungsmatrizen zwischen
Toren mit den KlemmengroBen Spannung und Stromstdrke beschrieben. Den
Vierpolen oder Zweitoren wird die Eigenschaft der Reziprozitat zuge-
schrieben, wenn die Vierpolmatrizen bestimmten formalen Kriterien geni-
gen: Bei Vorzeichenkonvention nach Abb. 1 muB der Quotient der Neben-
diagonalelemente +1 sein bei der Impedanz- und der Admittanzmatrix, bei

den Hybridmatrizen -1, die I I
Kettenmatrix A muB die | 2
Bedingung det(A)=-1 erfillen. O— __OE

spricht man von Antireziprozi-
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tit. Sind die Betrdge der Krite-
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rien ungleich 1 wird das System 0— —©
bzw. die Dbertragung als nicht-

reziprok bezeichnet. Abb.1 Vorzeichenkonvention fir die
Lineare und zeitinvariante aku- elektrischen KlemmengréBen

stische Systeme lassen sich wie elektrische Systeme beschreiben. Z.B.
wird ein Dehnwellenleiter in gleicher Weise behandelt wie ein elektri-
scher Wellenleiter: an die Stelle des KlemmengroBenpaares Spannung und
Stromstdrke tritt das Paar Kraft und Schnelle. Auch hier gelten die
oben genannten Kriterien der Reziprozitat.

Probleme bei der Analyse der Reziprozitdt treten auf, wenn unterschied-
liche KlemmengroBenpaare beteiligt sind. Ein Beispiel sind elektroaku-
stische Wandler, an deren Toren die KlemmengriéBenpaare Kraft und
Schnelle einerseits und Spannung und Stromstdrke andererseits auftre-
ten. Bei Zweitoren dieser Art wird im allgemeinen die eine oder andere
Analogie zwischen den KlemmengroBen unterschiedlicher Dimension ange-
nommen, die dann zu bertragungsmatrizen fiihrt, die die Reziprozitatsbe-
dingungen erfiillen. Dieses Problem ist in der Literatur hdufig kontro-
vers behandelt worden.

Konnen elektroakustische Wandler in einfachsten Fdllen noch als Zwei-
tore behandelt werden, so besteht diese Moglichkeit z.B. bei Biegewellen-
leitern nicht: Biegewellen konnen hinsichtlich des Energieflusses als
miteinander gekoppelte Scher- und Drehwellenanteile aufgefaBt werden,
weil an jedem Ort der Biegewellenleitung Leistungen nur iiber die Klem-
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mengroBenpaare Querkraft und Querschnelle bzw. Drehmoment und Drehge-
schwindigkeit ibertragen werden. Diese KlemmengroBenpaare kdnnen als
ein Tor der Scher- bzw. der Drehwelle interpretiert werden. Die
kleinste Anzahl der Tore bei der Beschreibung der Ubertragungseigen-
schaften eines Leitungsstiickes betrdgt daher vier. Auch fir dieses
Beispiel eines akustischen Vieltores wird wegen der unterschiedlichen
KlemmengroBenpaare eine systematische Analyse der Reziprozitit bend-
tigt.

Die Betrachtung der Reziprozitdt an Vieltoren mit unterschiedlichen
KlemmengrdBenpaaren bleibt nicht ohne Rickwirkung auf die Systematik
der Beschreibung von Zweitoren.

KlemmengroBen an Vieltoren

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB die betrachteten elektrischen,
elektroakustischen und akustischen Systeme Leistung nur an Toren iiber-
tragen, an denen jeweils zwei leistungsbezogen kontragrediente Klemmen-
groBen auftreten und als Observable gemessen werden kdnnen. Dabei gelte
die Konvention, daB das Vorzeichen der Leistung fiir alle Tore dasselbe
ist, wenn der EnergiefluB an den Toren in das System hinein gerichtet
ist. Die Forderung nach Kontragredienz der Koordinatensysteme, in de-
nen die KlemmengroBen gemessen werden, sichert auch in allgemeinen Koor-
dinaten die Invarianz der Leistungsmessung, wihrend der Leistungsbezug
aus dimensionalen Grinden erforderlich ist.

Aus dem Erhaltungssatz der Energie folgt, daB bei Zeitumkehr das MeBer-
gebnis fiir den EnergiefluB, also fiir die Leistung, sein Vorzeichen um-
kehrt. Das hat Konsequenzen fiir das KlemmengréBenpaar: Bei Zeitumkehr
kehrt eine und nur eine der beiden KlemmengroBen ihr Vorzeichen um /1/.
Fiir die systematische Beschreibung der Vieltore erweist sich diese Un-

terscheidungsmoglichkeit der leistungsbezogenen KlemmengroBen als niitz-
lich.

Beschreibung der Vieltore

Das Obertragungsverhalten zwischen den n Toren des Vieltores wird durch
n lineare Gleichungen beschrieben. Fiir die systematische Behandlung des
Gleichungssystems ist es nicht nur erforderlich, die Klemmen-
groBenpaare nach Toren zu ordnen, sondern auch die Reihung der Klem-
mengroBen an jedem einzelnen Tor nach dem gleichen, vom Betrachter und
vom Problem unabhdngigen Kriterium vorzunehmen. Die Betrachtung des
Verhaltens der KlemmengréBen bei Zeitumkehr liefert im Gegensatz zur
Anwendung von Analogien genau dieses Kriterium.
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Die Anwendung dieses Kriteriums fihrt bei akusto-akustischen Vieltoren
dazu, daB die Reihung des Paares Kraft-Schnelle an allen Toren die
gleiche ist. Bei elektro-akustischen Systemen folgt, daB die Reihung des
Paares Kraft-Schnelle auf der elektrischen Seite keine Wahl 1dBt, son-
dern die Reihung Spannung-Stromstdrke erzwingt.

Es zeigt sich, daB in einer denkokonomischen Systemtheorie elektroaku-
stische Analogien der verschiedenen Arten véllig iberflissig, ja irre-
fihrend sein kénnen. Die obigen Betrachtungen entheben uns der Notwen-
digkeit, bei Biegewellenleitern akusto-akustische Analogien zwischen den
KlemmengroBenpaaren der Scherung und der Drehung einzufithren und gege-
benenfalls zu begriinden.

Reziprozitdt von Vieltoren

Die Reziprozitdt von Vieltoren 1dBt sich auf die Reziprozitdt von Zweito-
ren zurickfiihren. Fir die Entscheidung, ob die Obertragung zwischen
zwei ausgewdhlten Toren eines Vieltores reziprok ist, ist es erforder-
lich, fiir die verbleibenden Tore beliebige lineare Zusammenhinge zwi-
schen den jeweiligen KlemmengriéBen vorzugeben, d.h., das Tor mit einer
beliebigen torspezifischen Impedanz abzuschlieBen: Dann 1dBt sich das
Gleichungssystem des Vieltores stets auf eine Vierpolmatrix reduzieren,
die nach den oben aufgefiihrten Kriterien auf Reziprozitdt untersucht
werden kann.

Ein Vieltor soll dann als reziprok bezeichnet werden, wenn es nicht mbg-
lich ist, eine Torpaarung zu finden, bei der die Reziprozitdt verletzt
ist.

Die oben vorgestellte Vorgehensweise 1d88t sich an jedem Vieltor realisie-
ren. Haufig ist es jedoch mdglich, dieses u.U. langwierige Verfahren
durch einfachere Tests auf Reziprozitdt zu ersetzen. Im folgenden wird
am Tor i die bei Zeitumkehr invariant bleibende KlemmengrdBe mit X; und
die bei Zeitumkehr einem Vorzeichenwechsel unterliegende KlemmengrdBe
mit Yj bezeichnet. Ein einfacherer Test ist mdglich, wenn sich das Glei-
chungssystem des n-Tores in die Form bringen 138t

(X1 ) fry )
X2 Y2
X = 2 |vi
Xp-1 Yn-1
Xp Yo J
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Die Matrix Z wird hier als generalisierte Impedanzmatrix, ihre Koeffi-

. zienten Zk] als generalisierte Impedanzen bezeichnet. In der Hauptdiago-
nalen von Z treten torspezifische Impedanzen, sonst generalisierte Impe-
danzen auf. Beispiele fiir generalisierte Impedanzen sind Kraft/Strom-
stdrke, Spannung/Schnelle, Querkraft/Drehgeschwindigkeit und Dreh-
moment/Querschnelle.

Durch Anwendung des oben formulierten Reziprozitdtskriteriums fir Viel-
tore auf das Gleichungssystem 1&Bt sich zeigen, daB die Reziprozitdtsbe-
dingungen in eine Aussage iber die Matrix Z zusammengefaBt werden kon-
nen: L&t sich aus dem Gleichungssystem eines n-Tores eine generali-
sierte Impedanzmatrix ableiten, liegt Reziprozitdt genau dann vor, wenn
diese Matrix symmetrisch ist. Man erhdlt also fiir das n-Tor n(n-1)/2
unabhdngige Reziprozitdtsbedingungen.

Die gleiche Aussage 1d8t sich auch auf eine generalisierte Admittanzma-
trix iibertragen: LdBt sich aus dem Gleichungssystem eines n-Tores eine
generalisierte Admittanzmatrix ableiten, ist dieses Vieltor genau dann
reziprok, wenn seine Admittanzmatrix symmetrisch ist.

Viertor des Biegewellenleiters

In der Klasse der allgemeinen Vieltore stellen Leitungsstiicke einen ein-
fachen Sonderfall dar, weil das Gleichungensystem aus einer geraden An-
zahl von Gleichungen besteht und immer so separiert werden kann, da8
eine Kettenmatrix die Ubertragung beschreibt.

Die Kettenmatrix des Biegewellenleiters ist vom Range 4. Sie verknipft
die Tore Querkraft-Querschnelle und Drehmoment-Drehgeschwindigkeit am
Eingang des Leitungsstiickes mit den entsprechenden Toren an seinem Aus-
gang /2/. Bei einer Aussage zur Reziprozitdt beschrdnkt man sich h3ufig
auf die Untersuchung der Determinante der Kettenmatrix. Aus den obigen
Oberlegungen wird aber deutlich, daB die Reziprozitdt des Viertors Biege-
wellenleiter durch sechs unabhdngige Bedingungen gekennzeichnet sein
muB. Diese sechs Nebenbedingungen beschridnken die Anzahl der unabhdngi-
gen Koeffizienten der Kettenmatrix auf 10 und nicht auf 15, wie es allein
die Determinantenregel, die nur eine zusdtzliche Gleichung zwischen den
Koeffizienten darstellt, ergibt.
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